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УЧЕНЫЕ ЗАПИСКИ 

МОСКОВСКОГО ГОСУДАРСТВЕННОГО ПЕДАГОГИЧЕСКОГО 
ИНСТИТУТА имени В. И. ЛЕНИНА 

Том СѴІІІ 1957 


И. /7, ПЯТЕЦКИЙ-ШЛПИРО 

О РАСПРЕДЕЛЕНИИ ДРОБНЫХ ДОЛЕЙ 
ПОКАЗАТЕЛЬНОЙ ФУНКЦИИ 

Пусть целое число, #^>1, а—вещественное число. 
Обозначим через Р ѵ (а,А), где А—некоторый интервал от¬ 
резка (0,1) число попаданий в интервал А дробных долей 
щ к /г = 0,1,... ѵ— 1. 

В [1] было доказано, что если существует константа С, 
такая, что для любого интервала А 

Ііш зир ~ < С|Д|, (1) 

ѵ оо ^ 

где |А| — длина интервала А, то [щ к ] равномерно распреде¬ 
лены. 

Доказательство, данное в [1] было основано на исполь¬ 
зовании некоторых фактов из теории функций действитель¬ 
ного переменного, кроме того,оно не позволяло проводить 
оценки. 

Доказательство [1] не использующее методов теории функ¬ 
ций действительного переменного дал А. Г Постников [2]. 

Он доказал даже больше: пусть существуют постоянные 
С и А, такие, что для любого интервала А 

нппшр ч < С|Д| Гіп* -Л +1 ], (2) 

тогда дробные доли щ к равномерно распределены. В свя¬ 
зи с последним результатом естественно возникает следую¬ 
щая задача: найти необходимые и достаточные условия, ко¬ 
торым должна удовлетворять монотонная функция ср(^), что¬ 
бы из 

Нт зир ч < С <р (|Д|), (3) 

ѵ -> оо * 

где С—произвольная положительная постоянная, вытекало 
равномерное распределение дробных долей щ к . В настоя¬ 
щей заметке дано решение этой задачи: 
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Теорема 1. Пусть ср(7) монотонная функция, если для 
любого положительного е 

Нгпіпі (4) 

то из выполнения условия (3) вытекает равномерное распре¬ 
деление дробных долей ад к *). 

Если же для некоторого е>0 

Пт іпі > 0, ( 5 ) 

то всегда можно подобрать такое а, что (3) выполняется, в 
то время как дробные доли ад к распределены неравномерно. 
Доказательство. Пусть 

е^.гуѵ; 0<г ( <^, О -С І < N (6) 

некоторая система чисел. 7дг, а количество чисел, равных в 
в системе (6). 

Очевидно, что при заданном N число различных систем 
(6) равно д ы . Выберем некоторое 8^>0 и рассмотрим все 
системы (6), такие что 



>Ш. 



Мы покажем сейчас, что существует некоторое положитель¬ 
ное е = е(8), так что 


Кн,ь = 0(^1!- 5 >), 


где /0ѵ,8 число систем с условием (7). 
Действительно, нетрудно видеть, что 

1<Т- 5 т>(-1 + 8 )іѴ 

Применяя формулу Стирлинга, получаем: 


К„,ь < + С%\д _ 1 ) < 



(д _ ^М-МДГ^-Л' 

Ш — М^-М е -(М-М)мм е -М 



( 8 ) 

( 9 ) 


*) Доказательство 1-й части теоремы очень близко к доказательству 
(2) найденному А. Г. Постниковым, оно отличается от него тем, что в 
нем не используются тригонометрические суммы. Подобно доказатель¬ 
ству, данному А. Г. Постниковым оно вполне эффективно. 




(д — 1)"-мдгл 

М М ~(^П~ Му^~м~~ 


Легко проверить, что 




Аналогично оценивается 2-ой член формулы (10). 
теперь а удовлетворяет условию (3) с функцией у{і 
летворяющей (4). 

Рассмотрим разложение а в ^-ичную дробь, 

а — 0, е 2 


то 


Если Д а = > 0< а< д 1, 

{ад 3 } 


тогда и только тогда, когда 

Возьмем теперь некоторое о, ^ 

Мы покажем сейчас, что 


1 


1ІШ 811р 

ѵ -»• оо 


А (а. Д о) 


1_ 

Я 


< 8 - 


( 10 ) 

(И) 

Пусть 
. удов- 

02 ) 

(13) 

(14) 

(15) 


ѵ 
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С этой целью выберем I так, чтобы 

Я/, й/2 С <р { ~ \ ^ , 


( 16 ) 


где С постоянная, участвующая в условии (3). Это возмож¬ 
но ввиду (8) и (4). 

Пусть е а (*) есть характеристическая функция интервала 
Д а . Очевидно 


V _ 1 


5+ѵ— 1 


р. («, д а ) =2^ е *[*і‘)=22 е ^ % +2 д 5= 

= />,(.**, Д в ) +2»$, |»|<1, |»,К<1. 

(а, (а ^’ А “ ) + ?>і/= т2 2 /а(а?8+0 + 


5=0 

+ Ѵ= 2 тіІ 1 *1*Я* +, ) + ЪгІ=\%РМ, Да) + М- 


5=0 і - 0 


Далее 


Рѵ ( а , Ад) _1_ 

ѵ д 


ѵ — 1 


1^1 / Л ( а Я‘ Ад) __ _1_' 
1 Я 


V ^ ^ 

/=0 


ч< 


Чч 


1 ѵу I Р,(<* д\ Д в ) 1 

+ г 2 " 

Р((“?'. А а) 

1 

ѵ и 1 і я 

1 



(17) 

ч< 


<А + А 

где суммирование в 1-ой сумме распространено на те сла¬ 
гаемые, для которых: 


РА*я!± а д ) і 


в 

2 " 


/ ц 

Для числа /? ѵ слагаемых во 2-й сумме имеем 
Іиш зир — < К , сЯ-дЛ ч< 4 

V —ОО ' , 1 > ~2~ \ Ч / ~ 

что и доказывает (15). 
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(18) 


( 19 ) 



( 20 ) 


Так как 3^>0 произвольно, мы получаем: 


Ііш 

V —^ ОО 


А (а, Д _ а ) _ _ ± > 0 ч < в «?-1. 

У </ 


Пусть теперь 


А 



3+ 1 \ 
Я п ) 


I 


разобъем последовательность а д"* на я последовательно¬ 
стей 

ад г + пк , к = 0, 1, ... ; 0<г<л— 1, (21) 


Для каждой из полученных последовательностей выполнены 
условия (3) и (4) и, следовательно, для каждой плотность 

попадания в интервал А равна —, т. е. 

ч 


V —1 

5] е(ад г+пк ) 


V 



ОО 


V 



0 ^ т тъ 1 ^ 



где е(л;) характеристическая функция интервала А. 
Отсюда: 

Ш 

л-1 


ІІШ 

\ - > ОО 


А (а, Д) 


5 и е(«? ,+л *)+0(1) 


= Нт 

ѵ —> ОО 


О к -0 


_і_ 

я п 


(23) 


Тем самым 1-я часть теоремы полностью доказана. 

Перейдем теперь ко 2-й части. Для простоты вычислений 
ограничимся случаем # =2. 

Пусть 00<-~. Определим меру следующий обра- 


зом: если Д интервал вида 


К_ К±\ \ 
2»* 2 я ) 



то считаем 

п 

ігДД 5=2^- ( 24 ) 


Нетрудно 
(К_ /С+1\ 

I 2 я ’ 2 я 7 


видеть, что задание меры 
ее однозначно определяет. 


на интервалах 


21 Зак. 90 


т 



Выберем теперь а так, чтобы оно было распределено по 
закону (і. р , где р удовлетворяет условию 


ІпЦ -Р) 1 _ г 

— 1п2 ' 4 



а 2 число, фигурирующее в формулировке 2-й части теоремы. 
Тогда, очевидно, 

о -/?) 

Нт аир А 7 А) = р-р(А)< 41Д | ~’ п2 < 4|Д!(26) 

V -> СО 

что и завершает доказательство теоремы. 

В заключение считаю своим долгом поблагодарить про¬ 
фессора А. О. Гельфонда и профессора А. А. Бухштаба 
за ряд ценных указаний, а также за внимание, проявленное 
к автору. 
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